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A graph is called locally s-regular if the stabilizer of an arbitrary vertex e 
acts regularly on the set of s-paths which begin at e. A trivalent s-regular graph 
can be at most Sregular [5], but Bouwer and Djokovic have shown that the 
trivalent 12cage is locally 7-regular. We prove that there are no trivalent 
locally s-regular graphs for values of s greater than seven. 
Ein ungerichteter Graph G hei& lokal s-regular, falls der Stabilisator 
einer beliebigen Ecke e auf der Menge der mit e anfangenden Wege der 
Lange s regulSir operiert. 1st der lokal s-regulgre Graph G (mit s > 1) 
zusammenhiingend, so mu13 G kantensymmetrisch sein. 1st G dariiber 
hinaus eckensymmetrisch, so ist G s-regular im Sinne von Tutte [4]; 
sonst teilt die Automorphismengruppe A(G) die Eckenmenge von G 
in genau zwei Bahnen V+ und V- und jede Kante von G verbindet eine 
Ecke von V+ mit einer Ecke von V- [vgl. 4, S. 551. In diesem Fall kann es 
vorkommen, da13 die Ecken in V+ nicht die gleiche Valenz als die in v- 
haben. 
In [2,3] fiihrten Bouwer und Djokovic den Beg&T eines lokal s-regullren 
Graphen ein und zeigten, daD der lZK%fig von Benson und Gleason [l] 
im kubischen Fall lokal 7-regular ist. Dabei warfen sie die Frage auf, 
ob lokal s-reguliire Graphen von gegebener Valenz mit s > 7 existieren. 
Wir beweisen das folgende Resultat; vgl. hierzu [6]. 
SATZ. Sei G ein lokal s-reguliirer Graph van Valenz 1 + q, wobei q 
eine Primpotenz ist. Dann ist s ~(1, 2, 3, 4, 5,7, 9, 13). Ist q = 2, so ist 
sogar s < 7, s # 6. 
Beweis. Wir werden die Ecken von G lifters mit ganzen Zahlen 
bezeichnen. Sei 0 eine beliebige Ecke von G, 1 ein beliebiger Nachbar von 0 
und HC A(G) der Stabilisator des I-Weges (0, 1). Sei k die Kante (0, I]. 
Wir kannen annehmen, daD s > 4. Da G lokal A-reguliir ist, gilt 
o(H) = qs--l, so dal3 es ein nichttriviales Element b im Zentrum von H 
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gibt. Sei m = s/2 - 1 bzw. m = (s - 3)/2, falls s gerade bzw. ungerade 
ist. Wir behaupten, daD b(x) = x fur jede Ecke x mit d(k, x) < m. 
(Hierbei ist d(k, x) die Entfernung zwischen k und x.) Sonst kijnnen wir 
annehmen, da0 es einen Weg V = (0, 1,2 ,..., n) gibt mit n < m + 1, 
b(n) # n und b(i) = i fur 0 < i < n - 1. Sei W = (0, 1, 2 ,..., n, 
n + I,..., s - 1) ein beliebiger (s - I)-Weg, der Y fortsetzt. Sei a ein 
nichttriviales Element im Stabilisator S(W) des Weges W. Da S( IV) C H 
ist, mussen a und b vertauschbar sein. Es folgt a E S(b(W)) und also 
a E S(W), wobei 
W’ = (s - 1, s - 2 ,..., n, n - 1, b(n) ,..., b(s - 2), b(s - 1)). 
Da der Stabilisator eines s-Weges trivial ist, schlieI3en wir, da13 die L&ge 
von W’ hiichstens s - 1 ist. Damit gilt 2(s - n) < s - 1, in Widerspruch 
zun <cm + 1. 
Wir nehmen jetzt an, da13 b(x) # x fur jede Ecke x mit d(k, x) = m + 1. 
Sei (-m ,,.., -1, 0, l,..., s) eine beliebige Fortsetzung des Weges (0, 1). 
Sei k’ die Kante {m + 1, m + 2). Da A(G) ein Element enthat, das (0, l} 
auf {m + 1, m + 2) abbildet, gibt es ein Element c mit c(x) = x bzw. 
c(x) # x fur jede Ecke x mit d(k’, x) < m bzw. d(k’, x) = m + 1. 
Man kann jetzt nachprtifen, da13 der Kommutator [b, c] den Weg 
W = (-m + l,..., 0, l,..., 2m + 1) aber nicht die Ecke 2m + 2 in Ruhe 
11St; dafiir beniitzt man die Tatsache, daf3 der Girth von G mindestens 
2(s - 1) ist (vgl. [4], S.61). Damit kann die Lange von W hochstens 
s - 1 sein, also 3m < s - 1. Es folgt s < 4 bzw. s d 7, falls s gerade 
bzw. ungerade ist. 
Es bleibt die Moglichkeit, daD es eine Ecke x gibt mit b(x) = x und 
d(k, x) = m + 1. Dann mu13 s ungerade sein, da b sonst im Stabilisator 
eines Weges der L%nge m + 1 + (m + 1) = s liegt. Wir kijnnen 
annehmen, da13 d(0, x) = m + 1. Da b im Zentrum von H liegt und H 
wegen m + 2 < s auf der Menge der Ecken x mit d(0, x) + 1 = d(1, x) = 
m + 2 transitive operiert, gilt b(x) = x fiir jede Ecke x mit d(0, x) < 
m + 1 = (s - 1)/2. Weiter ist b(x) # x fiir jede Ecke x mit 
d(0, x) = (s + 1)/2, da b sonst einen s-Weg in Ruhe hiI%. 
Wir betrachten zunlchtst den Fall s = 3 (mod 4). Sei (-(s - 5)/2,.., 
-1, 0, I)..., s) eine beliebige Fortsetzung des Weges (0, 1). Da die Zahl 
(s + I)/2 gerade ist, gibt es ein Element in A(G), das die Ecke 0 auf 
die Ecke (s + 1)/2 abbildet. Es gibt also ein Element c mit c(x) = x 
bzw. c(x) # x, falls d((s + 1)/2, x) < (s - 1)/2 bzw. d((s + 1)/2, x) = 
(s + 1)/2. Man kann jet? nachprtifen, da13 der Kommutator [b, c] den 
Weg W = (-(s - 5)/2,..., s - 2) aber nicht die Ecke s - 1 in Ruhe 
hi&. Es folgt I W 1 = (3s - 9)/2 < s - 1, also s < 7. 
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Sei nun s = 1 (mod 4); wir konnen annehmen, da13 s 3 9. Da (s + 3)/2 
gerade ist, gibt es ein Element in A(G), das 0 auf (s + 3)/2 abbildet, 
so dal3 es ein Element c gibt mit c(x) = x bzw. c(x) # x, falls 
d((s + 3)/2, x) < (s - 1)/2 bzw. d((s + 3)/2, x) = (s + 1)/2. In diesem 
Fall l%t der Kommutator [b, c] den Weg W = (-(s - 9)/2,..., s - 3) 
aber nicht die Ecke s - 2 in Ruhe. Es folgt diesmal 1 W I = (3s - 15)/2 < 
s - 1, also s < 13. Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen. 
Von nun an sei q = 2. 
Sei zunachst s = 9. Sei (-1, 0, l,..., 15) ein beliebiger 16-Weg, der 
(0, 1) fortsetzt. Wir wissen schon, da13 es ftir jedes gerade i mit 
0 < i < 14 ein Element bi gibt mit hi(x) = x bzw. hi(x) # x, falls 
d(i, x) < 4 bzw. d(i, x) = 5. Da G nun kubisch ist, mu13 bi das einzige 
nichttriviale Element in S(i) sein, das jede Ecke x mit d(i, x) < 4 festhalt; 
denn ware bi’ ein zweites, so ware bibit im Stabilisator eines 9-Weges. 
Demzufolge ist bi2 = 1 und bi im Zentrum von S(i). Der Stabilisator 
des 8-Weges W = (l,..., 9) hat die Ordnung zwei; sei a E S(B’), a # 1. 
In der Figur 1 werden der Weg W und einige Ecken in seiner Nahe 
A B C D 
FIGURE 1. 
dargestellt. Wir nehmen an, da13 b,(8) = X und b,(9) = E. Da b, im 
Zentrum von S(2) liegt, ist [a, b,] = 1 und also X = ab.+zb,(X) = ubp(8) = 
ab,(8) = a(X); ebenfalls gilt E = a(E). Es ist folglich [a, b,,] E 5(4,..., 12). 
Wegen d(l0, a(1 3)) = 5 ist b&(1 3)) # a(l3), so da13 e und blo nicht 
vertauschbar sind. Wir schlieBen, da13 ub1,(3) # b,,(3), da sonst 
[a, &,I E S(3,..., 12) = 1. Wegen b,,(3) E {E, F, J, K} und a(E) = E mu13 
etwa b,,(3) = J sein. Also gilt entweder b,,(A) = E oder b,,(A) = F. 
Auf jeden Fall ist ub&) = b,,(A), so da8 bl,abl,(A) = A. Es folgt 
a(A) # A, da sonst [a, blo] E S(A, P, 5,6 ,..., 12) = 1. 
Wir behaupten schlieBlich, dal3 a(C) = D. Sei c das nichttriviale 
Element in S(-l,..., 7). Da c(X) = Y sein mug, gilt etwa c(E) = Jund 
also acac(E) = aca(J) = at(K) = a(F) = IT;: so dal3 a und c nicht vertausch- 
bar sind. Es folgt [a, c](C) # C, da sonst [a, c] E S(0 ,..., 6, 7, Q, C) = 1. 
Wegen a(c(C)) = c(C) folgt a(C) = D, wie behauptet. 
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Sei mm d das nichtriviale Element in S(7,..., 15). Es ist dann 
b, 4 E Wi..., 10). Da entweder d(5) = C oder d(5) = D gilt, ist 
[a, a(5) # 5. Also liegt entweder &,[a, d] oder b,b,&, d] in S(5,..., 11). 
Da [a, d] mit den Involutionen b, und &, vertauschbar ist, folgt 
[a, d12 E S(4,..., 12). Wir behaupten, da8 [a, A2 E S(3 ,..., 12) = 1. Auf 
jeden Fall ist [a, d](3) E {E, F, J, K}. Aus [a, d](3) = E folgt [u, d(3) = 
E = u(E) = ~[a, d](3) = dud(3), so dal3 [a, a2(3) = u(~&76)~(3) = 3. 
Ebenfalls folgt [a, d12(3) = 3 aus [a, d](3) = F. Aus [a, a(3) = J = b,,(3) 
folgt b,,[u, d](3) = 3 und also [a, d12(3) =: 3, da [a, d] mit der Involution 
b10 vertauschbar ist. Aus [a, g(3) = K ergibt sich schliel3lich [a, d]-l(3) = 
u[u, d](3) = J, so dalj &,[a, d]-l(3) = 3 und folglich [a, d2(3) = 3 wie 
zuvor. Damit ist die Behauptung [a, d12 E S(3,..., 12) = 1 bewiesen. Aus 
[a, d’J2 = 1 folgt jetzt, da8 a und [a, d] vertauschbar sind, so dal3 das 
nichttriviale Element a den 9-Weg (I,..., 6, [a, a(5), [a, d](4), [a, d(3), 
[a, d](2)) in Ruhe la&. Aus diesem Widerspruch geht hervor, da13 es 
keine lokal 9-regullren kubischen Graphen gibt. 
Der Fall s = 13 ist nicht so kompliziert. Sei (-6,..., 12) ein beliebiger 
l&Weg, der (0, 1) fortsetzt. Fiir jedes gerade i mit -6 < i < 12 gibt 
es diesmal ein Element bi mit b&) = x bzw. &(x) # x, falls d(i, x) < 6 
bzw. d(i, x) = 7. Dann 1ZiBt der Kommutator [b, , b,,,] den Weg (2,..., 8) 
aber nicht die Ecke 1 in Ruhe. 1st 4 < i < 12, so ist d(10, [b, , b,,](i)) < 6, 
so daD blO[bO, b,,](i) = [b, , b,,](i). Es folgt 
Lb, , M2G) = Wddb, , bdi) = @obI,b,)2G) = i. 
1st -2 < i < 6 so ist d(0, [b, , blO](i)) < 6, so daD [bb, b,,](i) = 
bob , M(i) = W&&~. Es folgt PO , bd2(i) = PO , ~dbI&~~o)(i) = i. 
Damit ist [b,, , b,,12 E S(-2,..., 12) = 1, so daB b, und [b, , b,,] 
vertauschbar sind. Also l%Dt das nichttriviale Element b, den I3-Weg 
(-6 ,..., 2, [b, , b,,](l) ,..., [b, , b,,](-3)) in Ruhe. Widerspruch. 
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